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Аннотация. Используя такие понятия как аналоги скоро-
стей, ускорений и новые аксиомы, теоремы, проведено ис-
следование подъёма колесницы по наклонной плоскости. 
Результаты исследования показали эффективность ново-
ведений и доказывают адекватность полученных ранее 
моделей реальным материальным механическим систе-
мам. Это позволяет рекомендовать предложенные подхо-
ды и новые аксиомы, принципы, следствия, теоремы меха-
ники к широкому практическому применению для исследо-
вания, как материальных тел, так и механических систем. 
 

Ключевые слова: движение, теорема, принцип, уравне-
ние, следствие, сила, момент, энергия, соэнергия, аналог 
скорости, аналог ускорения, время, материальное тело, 
механическая система, механика, масса, момент инерции. 
 

Annotation. Using concepts such as ve-
locity analogues accelerations and new 
axioms, theorems studied lifting chariot on 
an inclined plane. The results showed 
innovation effectiveness and prove the 
adequacy of previously obtained models of 
real material mechanical systems. This 
allows us to recommend the proposed 
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Введение 
Основные положения механики о движении материальных объектов впервые вме-

сте были сформулированы великим английским ученым И. Ньютоном в «Математических 
началах натуральной философии» [1]. Заметим, что современные трактовки законов Нью-
тона многообразны, хотя по смыслу и содержанию совершенно идентичны.  

Анализ оригинальных и современных формулировок аксиом или законов движе-
ния И. Ньютона в [2, …, 4] показал, что они: 

●  сформулированы только для абстрактных материальных объектов – матери-
альной точки и системы материальных точек;  

●  первая и вторая традиционные аксиомы (законы) механики не являются ни 
законами, ни аксиомами, так как это следствия из других аксиом; 

●  второй и третий закон – это законы не о движении материальных тел, а это 
аксиомы о взаимодействии тел.  

Следовательно, законы Ньютона корректно можно использовать только для ис-
следования не существующих в природе объектов, а именно материальных точек.  

В [5–13] сформулированы основные аксиомы, принципы и следствия и выведены 
теоремы, принципы и уравнения механики для реальных объектов природы – материаль-
ных тел, а так же показана эффективность и целесообразность применения новых аксиом, 
теорем и следствий из них для исследования движений материальных тел.  

Рассмотрим практическое применение новых аксиом, теорем и следствий из них 
при исследовании движений механических систем.  

Изучим, например, подъём по наклонной плоскости колесницы с помощью ба-
рабана (рис. 1).  
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Рисунок 1 – Расчетная схема: 1 – барабан; 2 – кузов; 3 – колесо 

 
При расчете колесницы считаем, что барабан 1 и колесо 2 имеют, соответственно, 

массы m1 и m2, а их радиусы, с целью упрощения расчетов, равны между собой, то есть             
r1 = r2= r, при этом барабан представляет собой однородный диск, а колесо – кольцо. Пусть 
на барабан действует постоянный движущий момент M, а на колесо колесницы – момент 
сопротивления качению Mc. Кузов колесницы 2 имеет массу m3.  

Качение колесницы исследуем при следующих начальных условиях – t = 0,             
V0 = 0, S0 = 0, где V0 и S0 – начальная скорость и перемещение колесницы, соответ-
ственно.  

Исследование движения колесницы проведем с помощью ранее выведенных и 
сформулированых аксиом и теорем [5–13] для реальных объектов природы. А именно, 
в данной работе для исследования движения колесницы применим теорему об изме-
нении кинетической энергии и модифицированное уравнение Лагранжа II рода.  

 
Теорема об изменении кинетической энергии 
В [4] показано, что энергия является основным, первичным понятием опреде-

ляющим движение и взаимодействие материальных объектов.  
В [6] доказана теорема об изменении кинетической энергии материального тела, 

которая утверждает, что изменение кинетической энергии тела при его перемещении 
равно работе сил и моментов сил, действующих на него на этом перемещении.  

То есть: 

 ATT =− 0 , (1) 

где   MF AAA +=  – работа сил и моментов сил, действующих на механическую систему, 

на исследуемом перемещении; T и 0T  – кинетическая энергия исследуемой меха-

нической системы в конечном и начальном положении, соответственно.  
 

При принятых начальных условиях t = 0, V0 = 0, S0 = 0 кинетическая энергия ис-
следуемой механической системы в начальном положении равна нулю, то есть  

 00 =T . (2) 

Кинетическая энергия колесницы в исследуемом положении определится как 

 321 TTTT ++= , (3) 

где    321 T,T,T – кинетические энергии, соответственно, барабана, кузова и колеса ко-

лесницы.  
 

Найдем эти энергии.  
Так как барабан вращается, то его кинетическая энергия будет 

 
2

2
1

1
ω⋅

=
I

T , (4) 

где   ω,I1  – соответственно, момент инерции и угловая скорость барабана.  
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Примем, что барабан представляет собой однородный диск, то его момент 
инерции будет 

 2
11

2

1
rmI ⋅⋅= . (5) 

Подставив (5) в (4), получим 

 
4

22
1

1
ω⋅⋅

=
rm

T . (6) 

Теперь найдем кинетическую энергию кузова колесницы. Так как кузов движется 
поступательно, то его кинетическая энергия определится  

 
2

2
2

2
Vm

T
⋅

= , (7) 

где    V – скорость кузова колесницы.  
 

Колесо колесницы совершает плоскопараллельное движение, следовательно, 
его кинетическая энергия будет 

 вп3 TTT += , (8) 

где    вп, TT  – кинетическая энергия колеса при его поступательном и вращательном 

движении, соответственно.  
 

Кинетическая энергия колеса, соответственно при поступательном и враща-
тельном движении будет 

 
2

2
3

п

Vm
T

⋅
= , (9) 

 
2

2
3

в

ω⋅
=

I
T , (10) 

где   3I  – момент инерции колеса.  

 2
33 rmI ⋅= . (11) 

Подставив (11) в (10), получим 

 
2

22
3

в

ω⋅⋅
=

rm
T . (12) 

Подставив в (8), кинетические энергии (9) и (12), определим полную кинетиче-
скую энергию колеса  

 
22

22
3

2
3

3
ω⋅⋅

+
⋅

=
rmVm

T . (13) 

Подставив в (3), кинетические энергии барабана (6), кузова (7) и колеса (13), 
найдем кинетическую энергию колесницы  

 




















 ω
⋅+++







 ω
⋅⋅= 2

332

2

1

2

2 V
Imm

V
I

V
T . (14) 

Установим, что представляет отношение 
V

ω
 

 
dS

d

dt

dS
dt

d

V

ϕ
=

ϕ

=
ω

, (15) 

где    ϕ , S – угол поворота колеса и перемещение корпуса тележки (обобщенная ко-

ордината), соответственно.  
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В соответствии с [14] 
dS

dϕ
 – это аналог угловой скорости колеса. Следователь-

но, отношение угловой скорости колеса к скорости перемещения кузова тележки пред-
ставляет собой аналог скорости.  

Понятия аналогов скоростей и ускорений при кинематическом исследовании 
механизмов ввел Л.В. Ассур.  

Аналогом скорости точки какого либо звена механизма является первая про-
изводная радиуса-вектора этой точки по обобщенной координате механизма.  

Аналоги скоростей и ускорений часто применяются при кинематическом и ди-
намическом анализе механизмов, когда предварительно нельзя определить скорости и 
ускорения исследуемых точек и звеньев.  

Так как аналоги скоростей и ускорений зависят только от обобщенных коорди-
нат и не зависят от времени, то кинематическое исследование механизмов проводится 
геометрическим путем [15, 16].  

Аналог скорости, в общем-то, не очень коректное определение. Правильнее бу-

дет значение 
dS

dϕ
 определять как мгновенная геометрическая скорость изменения ис-

следуемой точки тела механической системы относительно обобщенной координаты.  
Важно то, что это понятие позволяет расскрыть динамику механических систем 

без такого понятия как время.  
Найдем аналог угловой скорости для исследуемой колесницы.  
Из геометрии известно, что угол поворота колеса и перемещение его центра 

связаны между собой следующим соотношением 

 ϕ⋅= rS . (16) 

Продифференцировав (16), получим 

 ϕ⋅= drdS . (17) 

Тогда из (17) аналог угловой скорости определится 

 
rdS

d 1
=

ϕ
. (18) 

Подставим (18) в (14), в результате получим 

 





⋅+++⋅⋅=

233221

2 11

2 r
Imm

r
I

V
T . (19) 

С учётом (5) и (11) кинетическая энергия колесницы (19) примет вид 

 







++⋅= 321

2

2
2

1

2
mmm

V
T . (20) 

Введем обозначение 

 321пр 2
2

1
mmmm ++= , (21) 

где    прm – приведенная масса колесницы.  
 

С учетом (21), кинетическая энергия колесницы будет 

 
2

2
пр Vm

Т
⋅

= . (22) 

Определим работу, действующих на колесницу сил и моментов сил. На колес-
ницу (рис. 1) действуют силы тяжести кузова и колеса G, движущий M и сопротивления 
Mc моменты. Следовательно, работа A определится 

 321 AAAA ++= , (23) 

где     321 A,A,A  – работы движущего момента, сил тяжести кузова и колеса и момен-

та сопротивления, соответственно. 
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 Работа момента, приводящего барабан во вращение, определится 

 11 ϕ⋅= MA , (24) 

где   ϕ=ϕ=ϕ 21  – угол поворота барабана и колеса.  

 
С учетом (16), работа движущего момента определится 

 
r

S
MA ⋅=1 . (25) 

Сила тяжести G, действующая на колесницу, определится как 

 ( ) gmmG ⋅+= 32 , (26) 

где    g – ускорение свободного падения.  
 

Разложим силу тяжести на две составляющие – нормальную силу N и силу, 
препятствующую перемещению тележки, F. Найдем эти силы: 

 ( ) α⋅⋅+= sin32 gmmF , (27) 

 ( ) α⋅⋅+= cos32 gmmN . (28) 

Момент сопротивления cM , определится 

 NMc ⋅µ= , (29) 

где    µ  – коэффициент трения качения.  

 
С учетом (28), момент сопротивления cM  будет 

 ( ) α⋅⋅+⋅µ= cos32 gmmMc . (29) 

Работа сил тяжести кузова и колеса 2A определится 

 SFA ⋅−=2 . (30) 

С учетом (27), работа сил тяжести 2A  будет 

 ( ) α⋅⋅⋅+−= sin322 gSmmA . (31) 

Работа момента сопротивления качению колеса 3A  определится 

 33 ϕ⋅−= cMA . (32) 

С учетом (17) и (29), работа момента сопротивления 3A  будет 

 ( ) α⋅⋅⋅+⋅µ−= cos323 g
r

S
mmA . (33) 

Подставив (25), (31) и (33) в (23), найдем работу, действующих на колесницу сил 
и моментов сил 

 ( ) 















α⋅

µ
+α⋅⋅+−⋅= cossin32

r
gmm

r

M
SA . (34) 

Так как выражение, стоящее в квадратных скобках (34) постоянно по величине, 
то обозначим его B. 

 ( ) 







α⋅

µ
+α⋅⋅+−= cossin32

r
gmm

r

M
B . (35) 

С учетом (35), работа, действующих на колесницу сил и моментов сил опреде-
лится 

 SBA ⋅= . (36) 
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Для исследования движения колесницы, подставим (2), (22), и (36) в (1), в ре-
зультате получим 

 SB
Vm

⋅=
⋅

2

2
пр

. (37) 

Из (37) найдем скорость подъема колесницы 

 S
m

B
V ⋅=

пр

2
. (38) 

Представим (38) в виде 

 S
m

B

dt

dS
⋅=

пр

2
. (39) 

После интегрирования (39), найдем закон движения колесницы 

 Ct
m

B
S +⋅= 2

пр2
, (40) 

где    C – постоянная интегрирования.  
 

При принятых начальных условиях, что при t = 0,  V0 = 0, S0 = 0 

 0=С . (41) 

С учетом (41), закон движения колесницы (40) примет вид 

 2

пр2
t

m

B
S ⋅= . (42) 

Подставив (42) в (38), найдем скорость колесницы.  

 t
m

B
V ⋅=

пр

. (43) 

Итак, скорость и закон движения колесницы определены.  
Для определения закона движения колеса и барабана подставим (42), в (16) ре-

зультате получим  

 2

пр2
t

mr

B
⋅

⋅⋅
=ϕ . (44) 

Так как линейная и угловая скорости барабана связанны между собой следую-
щим соотношением 

 rV ⋅ω= , (45) 

то угловая скорость колеса и барабана, с учетом (43) определится 

 t
mr

B
⋅

⋅
=ω

пр

. (46) 

Итак, скорости и законы движения всех звеньев колесницы определены.  
 

Модифицированное уравнение Лагранжа II рода 

Для частного случая движения механической системы, когда m = const, I = const 
и при скоростях тел, не зависящих от обобщенных координат, в [6] были получены 
уравнения, которые имеют следующий вид  

 iii Qum =⋅пр , (47) 

где   imпр  – приведенная масса i-го тела; iQ  – обобщенная сила;  iu  – соответству-

ющее движению ускорение;  aui =  и ε=iu  при поступательном и вращатель-

ном движении, соответственно.  



Отраслевые научные и прикладные исследования: Физико-математические науки 
 

 

 27

Применим (47) для исследования механических систем. Так как для рассматрива-
емой колесницы constпр =m  (см. (21)), то, воспользуемся модифицированным уравнени-

ем Лагранжа для исследования качения колесницы по наклонной плоскости (рис. 1).  
Найдем скорость и перемещение кузова колесницы. Так как кузов колесницы 

совершает поступательное движение, то, в соответствии с (47), его движение будет 
описываться уравнением  

 Qam =⋅пр , (48) 

где   прm  – приведенная масса колеса;  
dt

dV
a =  – ускорение кузова; 

S

A
Q

δ

δ
=  – обоб-

щенная сила; Sδ  – виртуальное перемещение; Aδ  – работа сил и моментов 
сил, действующих на колесницу, на виртуальном перемещении.  
 
Представим (48) в виде 

 Q
dt

dV
m =⋅пр . (49) 

Для определения обобщенной силы, сообщим колеснице виртуальные переме-
щения (на рис. 1 виртуальные перемещения не показаны).  

Работа колесницы на виртуальном перемещении в соответствии с (34) опреде-
лится 

 ( ) S
r

gmm
r

M
A δ⋅
















α⋅

µ
+α⋅⋅+−=δ cossin32 . (50) 

Обобщенная сила Q с учетом (50) будет 

 ( ) 







α⋅

µ
+α⋅⋅+−= cossin32

r
gmm

r

M
Q . (51) 

С учетом (35) обобщенная сила определится 

 BQ = . (52) 

Подставив (52) в (49), получим дифференциальное уравнение движения кузова 
колесницы 

 B
dt

dV
m =⋅пр . (53) 

Разделив переменные и проинтегрировав (53), найдем, соответственно, ско-
рость и закон движения кузова колесницы 

 1
пр

Ct
m

B
V +⋅= , (54) 

 21
2

пр2
CtCt

m

B
S +⋅+⋅= , (55) 

где    1C , 2C  – постоянные интегрирования.  

 
При принятых начальных условиях, что при t = 0,  V0 = 0, S0 = 0 

 01 =C , (56) 

 02 =C . (57) 

С учетом (56) и (57), скорость и закон движения кузова колесницы, соответ-
ственно, определятся 
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 t
m

B
V ⋅=

пр

, (58) 

 2

пр2
t

m

B
S ⋅= . (59) 

Видно, что скорости и законы движения перемещающейся по наклонной плоско-
сти колесницы, найденные с помощью теоремы об изменении кинетической энергии 
(42), (43) и с помощью модифицированного уравнения Лагранжа II рода (58), (59 пол-
ностью совпадают между собой. Это свидетельствует о правильности следствий и 
теорем, полученных в [5] и [6].  

Сравнивая между собой скорости и законы движения перемещающейся по 
наклонной плоскости колесницы, найденные в [13] и настоящей работе видно, что они 
полностью эквивалентны. Это свидетельствует о возможности исследования механи-
ческих систем с помощью таких понятий как аналоги скоростей и ускорений.  

 

Выводы 

Применение понятий аналогов скоростей и ускорений, введенных ранее Л.В. 
Ассуром для исследования механизмов, можно успешно применять и как для изучения 
законов движения материальных объектов природы, так и для исследования механи-
ческих систем.  
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